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Motivacion

Logica Matematica

verdades mentiras
incémodas reconfortante
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Motivacion

Légica Matematica

» La légica matematica hace referencia a la formalizacién y
anélisis de tipos de razonamientos en el resto de la
matematica.

> El punto de la l6gica matematica no es intentar hacer
matematicas, sino estudiar los sistemas légicos formales como
objetos matematicos y probar propiedades acerca de ellos.
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Légica Proposicional - Sintaxis

Légica Proposicional y Légica de Primer Orden

» El estdndar de facto para formalizar sistemas matemdticos es
la I6gica de primer orden.

» La légica proposicional busca precisar las relaciones de
conectivos légicos =V A —<.

» La légica proposicional es insuficiente para formalizar la
mayoria de discursos matematicos.
» La légica de primer orden agrega a la légica proposicional los

cuantificadores V y 3 para formalizar la mayor parte del
razonamiento matematico.

> La flexibilidad y el poder de la légica de primer orden la hacen,
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Légica Proposicional - Sintaxis

Légica Proposicional - Sintaxis

Sea P el conjunto de variables proposicionales que pueden adquirir
un valor de verdad, por ejemplo p, g, r,s son variables
proposicionales.

Se define la £L(P) como el conjunto de todas las férmulas
proposicionales como:

1.Sipe P—pe L(P)
2. Siae L(P) = (—a) € L(P).
3. SiaypBeL(P)—
(o B) € L(P), Donde o € {A,V,—, <>}
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Légica Proposicional - Sintaxis

Subférmulas

Sean ¢, ay € L(P). El conjunto de subformulas de ¢, S(p), se
define como.

L. Sip=pe P —S(p) ={¢}.

2. Sip=(ma) = S(p) = S(a) U{(-a)}.

3. Sip=(aof) = S(p)=S(a)UuS(B)U{(aop)}. Donde
oe{A,V,—, <}
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Légica Proposicional - Sintaxis

Ejemplo de Subférmula

Por ejemplo si ¢ is (((—p) — q) — r — p), entonces S(y) incluye
p. q.r. (=p), (r = p). ((-p) — q), y la férmula
(((=p) = q) = (r — p)) misma.
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Légica Proposicional - Sintaxis

Ejercicios

Encuentre todas las subfémulas de las siguientes subférmulas.
L (=((=p) = q))
2. p—=qg——(r— —ms)
3. 2pA=g < =(pVaq)
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Légica Proposicional - Semantica

Semadntica de la Légica Proposicional

Sea P el conjunto de variables proposicionales y sea § una funcién
de asignacién de verdad para P tal que 6 : P — {0,1}. Dada una
férmula ¢ € L(P), se define o(¢) : L(P) — {0,1} por induccién

estructural como:

1. Sip=peP, a(p)=4d(p)

2. Sip=a,
~J1 Sio(a)=0
a((ﬁa))_{o Si o(a) = 1.
3. Sip=aop,
_J1 Sio(a)=1yo(B)=1
0((“5))_{0 Si g(a) =00 a(8) =0
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Equivalencia Légica

Equivalencia Légica

Las férmulas ¢ y 1 son légicamente equivalentes si Vo se tiene que

o(p) = o(¥)
Por ejemplo, demostrar que (p — q) = ((—p) V q)
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Equivalencia Légica

Equivalencia Légica con tablas de verdad

plagl-p|lp—q|-pVvg
0jo0 1] 1 1
ol1] 1] 1 1
1/0/0] o0 0
1110 1 1

. Voi=1.4 se cumple que o;(p — q) = oi(-pV q)
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Equivalencia Légica

Ejercicio Funcion de Reemplazo

Demostrar que si ¢ € L(P) se obtiene de 1) € L(P) reemplazando
una subférmula de ¢ por otra equivalente, entonces ¢ =
1. Defina inductivamente una funcién de reemplazo

2. Use la funcién de reemplazo para demostrar inductivamente la
hipdtesis.
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Equivalencia Légica

Equivalencias Utiles

oA b=

7. Ley de Morgan Disyuncién: (=(p A ) = ((—) V (—)
8. Ley de Morgan Conjuncién: (=(¢ V )) = (
9. Doble negacién: (=(—p)) = ¢

Conmutativa de la disyuncién: (¢ V) = (¥ V )
Conmutativa de la conjuncién: (¢ A ) = (P A p)
Asociativa de la disyuncién: ((¢ VY)Va)= (e V (¥ V a))
Asociativa de la conjuncién: ((p AY) A a) = (e A (Y A a))
Distributiva de la disyuncién:

(pV (L Aa))=((pV)A(pVa))

Distributiva de la conjuncién:

(eA@Va)=((pAY)V(pAa)))

—_ ~—

(=) A (=¢)
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Equivalencia Légica

Simplificando y Generalizando

Las Reglas 3 y 4 nos permiten deshacernos de los paréntesis:
1V 2V 3, en general tenemos que:
Visipi=p1VeaVesV...pi... Vo,
/\7:190,':g01/\302/\<p3/\...g0,'.../\g0,,

Universidad
del Cauca

Julio A. Hurtado A. Departamento de Sistemas



Equivalencia Légica

Tipos de Férmulas

Una férmula ¢ € L(P) es:

1. Una Tautologia si Vo se tiene que o(p) =1
2. Es satisfacible si 3o tal que o(p) =1

3. Una Contradiccién si Vo se tiene que o(¢) =0
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Conjuntos de Operadores Légicos

Deduccion de Férmulas a Partir de Tablas de Verdad

Considere una férmula ¢ € L(P) con P = {p, g, r} donde lo tnico
que se conoce es que @ cumple con la siguiente tabla de verdad:

» jPodemos encontrar una
férmula « tal que a = ¢?

» ;Qué Operadores
necesitariamos?
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Conjuntos de Operadores Légicos

Una posible solucién

a = ((=p)A(=g)A(=r))V((=P)AGAN)V(PA(=q)A(=r)V(PAGAT)

== =0 O O Ot
R R OO KO OIn

H O R, OF OKF Ol
R O ORIk O OIS
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Conjuntos de Operadores Légicos

Generalizando

s a=p
> 0j = (AZ1o(py=1 P) AN (NZ1,0(p=0 Pi)

T p= vj—l o(p))=1%i

> o=V —1.0)=1(Ai=10(P)=1 P) N (N=1,0(p)=0 ~Pi)
> En el caso de que ¢ sea una contradiccién entonces

¢ =(pA(-p))
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Conjuntos de Operadores Légicos

Generalizando

a=g
0i = (Nicropy=1 P) N Nz 0(py=0 7Pi)

v

o\ /2"
> p= Vj=1,a(go,-)=1 ®j
> V =1,pj)= 1(/\1_1 ,o(P;)=1 ) A (/\1_1 ,o(P;)=0 i )
> En el caso de que ¢ sea una contradiccién entonces

p=(pA(=p))
» . cualquier tabla de verdad puede ser representada por una
férmula que sélo usa los conectivos légicos A, V 'y —.
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Conjuntos de Operadores Légicos

Conjuntos de Operadores Funcionalmente Completos

Un conjunto de operadores légicos C es funcionalmente completo,
si todas las férmulas en £(P) es légicamente equivalente a una
férmula que solo usa los operadores de C. {—, A, V} es
funcionalmente completo (ya fue demostrado).

Demostrar que {—, V} es funcionalmente completo.
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Formas Normales

Literales

Un literal es una variable proposicional o la negacién de una
variable proposicional, por ejemplo, p y —r son ambos literales. De
ahora en adelante supondremos que — tiene presedencia sobre A y
V, y por lo tanto podremos escribir una férmula como

((=p) V q) A (—r), simplemente como (—p V q) A —r. Por tanto,
para este caso —p, gy—r son literales.
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Formas Normales

Formas Normales

Forma Normal Disyuntiva FND

Una férmula ¢ se encuentra en Forma Normal Disyuntiva (FND) si
es una disyuncién de conjunciones de literales, es decir, presenta la
forma By V B2,V B3V B4V ...V By, donde cada término B; es una
conjuncién de literales, es decir Bi = (it Alio Aliz A oo A i)
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Formas Normales

Formas Normales

Forma Normal Conjuntiva FNC

Una férmula ¢ se encuentra en Forma Normal Conjuntiva (FNC) si
es una conjuncién de disyunciones de literales, es decir, presenta la
forma GG AC2o A G A Cy A ... A Ci, donde cada término C; es una
conjuncién de literales, es decir G; = (i1 V li2 V liz V ... V ;). A
una disyncién de literales se le llama Cldusula, asi los términos C;
son clausulas. Por tanto la FNC es una conjuncién de clausulas.
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Formas Normales

Formas Normales

Teorema
1. Toda férmula ¢ € L(P), Ienp, tal que v = Yrnp
2. Toda férmula ¢ € L(P), Jenc, tal que » = Yenc
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Consecuencia Légica

Valuacién de Conjuntos de Férmulas

Sea P un conjunto de variables proposicionales. Dado un conjunto
de férmulas X en L(P) y una valuacién o para las variables en P,
o satisface ¥ si VY € ¥, se tiene que o () = 1. En este caso se
escribe como o (¢) =1
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Consecuencia Légica

Consecuencia Légica

Definicién de Consecuencia Légica

Sea ¥ un conjunto de férmulas en £(P) y sea ¢ € L(P). v es
consecuencia légica de ¥, si Vo tal que o (X) =1, o (¢) = 1. Esto

se escribird como ¥ = 9
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Consecuencia Légica

Reglas de Consecuencia Légica

[y

- {p,p — q} E g (Modus Ponens)
- {=q,p — g} E —p (Modus Tollens)

w N

ApVvagVr,p—s,qg—sr—s}kEs (Demostracién por
partes)
- ApVq,—q— 3} E pVr (Resolucién)

o
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Consecuencia Légica

Consecuencia Légica

Definicién de Conjuntos de Férmulas Inconsistentes y
Satisfacibles

Un conjunto de férmulas X es inconsistente si no existe una
valuacién tal que o (X) = 1. El conjunto X es satisfacible, si existe
una valuacién o tal que o (X) =1
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Consecuencia Légica

Consecuencia Légica

Teorema de la Consecuencia Légica
Y = ¢ <> LU {-p} es inconsistente.

Esta es |la base para la demostracién por resolucion:

1. Unimos el conjunto de férmulas como una gran férmula en
— A=l
FNC aprovechando que ¥ = /\(pez ©
2. A las cladusulas agregamos la negacién de la consequencia en

evaluacién.
3. Verificamos que el resultado es inconsistente (Existe una
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Consecuencia Légica

Demostracion

La expresién légica es: ¥ =1 <» ¥ U {9} es inconsistente, por
tanto se debe demostrar en ambos sentidos.
Veamos: ¥ =9 — X U {0} lo haremos por contradiccién

1. ¥ =1 Premisa

¥ U {1} es consistente (suposicién)

o(X) =1Ao(—0) =1 Por ser consistente el sistema (2)
o(9¥) = 0 Por definicién de la negacién en (3)

¥ [~ 9 por definicién de consecuencia ldgica entre (3) y (4)
7 entre (1) y (5)

Por tanto, se comprueba verdadero: ¥ = ¢ — X U {~9} ko
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Consecuencia Légica

Demostracion

Ahora veamos ¥ U {1} es inconsistente — ¥ = ¢:

1. LU {9} es inconsistente, es una premisa

2. 0(X) =1Ao(—1) = 0 por ser inconsistente el sistema (1)

3. o(¥) =1 por definicién de la negacién en (2)

4. ¥ =1 Por definicién de consecuencia légica entre (2) y (3)
Por tanto, se comprueba verdadero: ¥ U {—9} es inconsistente
- X =
S X =Y < XU {W} es Verdadero.
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Consecuencia Légica
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